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Introduction

3次元球面内の 1次元球面を結び目という。結び目理論の基本問題は主に二種類
に分けられる。一つは結び目全体を研究対象とする問題であり、分類問題、補空間予
想（これは C. McA. Gordonと J. Lueckeにより解決された。[8]を参照されたい。）、
不変量などがある。もう一つは個々の結び目の性質などを研究する問題で、対称性、
可逆性、素性（交代結び目 [23]、正結び目 [38]に関して解決されている。）、スライ
ス性などの判別法が挙げられる。
これら二つの基本問題に対して、最も重要なものの一つに H. Schubertの素分解

定理がある。これは結び目と 2点で交わる 2次元球面で分解していくと、最終的に
いくつかの “素”な結び目に分解され、更にその分解は一意的というものである。

= #

Figure 1. グラニー結び目は二つの右手系三葉結び目の連結和

従って、結び目を研究するには素な結び目のみを対象にすれば十分である。
結び目の素分解は 2点で交わる 2次元球面での分解であったが、更に 4点で交わ

る 2次元球面での分解を考えれば、素な結び目でも分解出来ることがある。

Figure 2. 816のタングル分解
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タングル分解では、分解後の各因子はもはや結び目ではなく、3次元球体内の 1次
元多様体となる。これが結び目のタングル分解と呼ばれるものであり、結び目の素分
解が “こぶ”への分解であるのに対し、タングル分解は “固まり”への分解であると
言える。

Figure 3. 816のタングル因子

すると素な結び目の中でも、特にタングル分解を持たない結び目にはどのような
ものがあるのかが問題となってくる。これは三章、四章、七章で解説する。また、タ
ングルに関して素でない結び目については、分解の一意性が成立するのか？どのよう
なタングルが因子として現れるのか？などが問題として挙げられる。これらは五章、
六章で述べる。次章で簡単に歴史を振り返り、二章では必要となる定義を述べる。

1. History

3-sphere内の compact 1-submanifoldを linkという。成分数が一つの linkは特に
knotと呼ばれる。結び目理論における基本定理として、任意の non-splittable linkは
connected sumに関して prime linkに一意的に分解されることが知られている（ [41],
[10]）。これは、“自然数は有限個の素数の積に一意的に分解される”という整数論の
基本定理に対応する。

1970年、Conwayにより “Tangle”という概念が提案され、tangle regular presen-
tationを用いて knotのリストを作る試みがされている（ [4]）。それ以来、“Tangle”
は主に knotと linkの splittability, primeness, hyperbolicityを判定する為に使われ
てきた（ [18], [20], [29], [30], [28], [43]）。

1982年、Norwoodにより two generator knotが primeであることが証明された
（ [31]）。Norwoodの証明は代数的なものであったが、Scharlemannは tunnel number
one knotが two generatorであることに注目し、tunnel number one knotが primeで
あることを幾何的に証明した（ [39]）。更に、Scharlemannは tunnel number one knot
が 2-string primeである（即ち、knotと 4点で交わる 2-sphereで “prime” tangleに
分解出来ない）ことを証明している（ [39]）。これは、1995年に Gordonと Reidに
より一般化され、任意の string 数に関して tunnel number one knotは “essential”
tangleに分解されないことが示されている（ [9]）。
一方 linkに関して、1995年 Jonesにより composite two generator linkが Hopf

link summandを持つことが証明された（ [16]）。更に、Morimotoは tunnel number
one linkが composite である為の必要十分条件が、2-bridge knot と Hopf link の
connected sumであることを証明した（ [25]）。Gordonと Reidはこの現象に着目
し、tunnel number one linkが essential tangleに分解されるならば、“Hopf tangle”
summandを持つことを証明した（ [9]）。
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two generator又は tunnel number one knot/linkは最も単純な補空間を許容するク
ラスであるが、それらを含むより広いクラスとして、3-sphereの genus two Heegaard
surface上に含まれる knot/linkがある。これらは double torusと呼ばれる（ [14], [15]）。
1994年、Morimotoは composite double torus knotが torus knotの connected sum
であることを証明した（ [26]）。

2. Definition

Bを 3-ballとし、T を B内に properに埋め込まれた compact 1-submanifoldとす
る。このとき、Bと T との組 (B,T )を tangleという。T の arc成分は stringと呼ば
れ、T が n本の stringを持つとき (B,T )を n-string tangleという。n-string tangle
(B,T )が trivialであるとは、(B,T )が (D × I, {x1, · · · , xn} × I)に組として同相で
あるときをいう。ここで、Dは diskで、xi (i = 1, · · · , n)は IntD 内の点とする。
(B,T )が essentialであるとは、

1. ∂B − ∂T が B − T 内で incompressible
2. B − T が irreducible
3. (B,T )が trivial 1-string tangleでない

を満たすときをいう（c.f. [9]）。(B,T )が freeであるとは、π1(B−T )が free groupのと
きをいう（ [19]）。(B,T )が freeである為の必要十分条件が、(B,T )の exterior E(T ) =
cl(B − N(T ))が handlebodyであることが知られている（ [13, 5.2. Theorem]）。他
の必要十分条件としては、E(T )が closed incompressible surfaceを含まないことな
どがある（ [37, Lemma 2.2]）。また、free tangleは loop成分を持たないことに注意
したい。

Kを 3-sphere S3内の knot又は linkとし、Sを S3内の 2-sphereでKと 2n点で交
わるものとする。このとき、組 (S3, K)は Sによって二つの n-string tangle (B1, T1)
と (B2, T2)に分解される（ [40], [2]）。和 (B1, T1)∪S (B2, T2)を Kの n-string tangle
decompositionといい、Sを n-string tangle decomposing sphereという。

Kの二つのn-string tangle decomposition (B1, T1)∪S(B2, T2)、(C1, R1)∪P (C2, R2)
が isotopicであるとは、isotopy f : S2 × I → S3 が存在して、f(S2 × 0) = S、
f(S2 × 1) = P、f((S2 ∩ K) × I) ⊂ Kを満たすときをいう。

n-string tangle decomposition (B1, T1)∪S (B2, T2)が trivial（resp. essential, free）
であるとは、(B1, T1)と (B2, T2)が共に trivial（resp. essential, free）のときをいう。
一般に、trivial n-string tangle decompositionは n-bridge decompositionと呼ばれ、
nの最少数を K の bridge indexという（ [42]）。K が n-string compositeであると
は、Kが essential n-string tangle decompositionを持つときをいい、Kが n-string
compositeでないとき n-string primeという（ [1], [9]）。特に n = 1の場合、それぞ
れ composite、primeと呼ばれる。

K が essential 1-string tangle decomposition (B1, T1) ∪S (B2, T2)を持つとき、
trivial 1-string tangle (B′

i, T
′
i ) (i = 1, 2)をそれぞれ (Bi, Ti)に貼り合わせることで、

二つの link (S3, Ki) = (Bi, Ti) ∪ (B′
i, T

′
i ) (i = 1, 2)を得る。このとき、Kは K1と

K2の connected sumと呼び、K = K1#K2と表す。“自然数は有限個の素数の積に
一意的に分解される”という整数論の基本定理に対応して、knot/linkに対しても次
が成り立つ。

Theorem 2.1. ([41], [10]) non-split linkは connected sumに関して有限個の prime
linkに一意的に分解される。

Kの exterior E(K) = cl(S3 −N(K))内の properly embedded mutually disjoint
arc γ1, · · · , γt で cl(E(K) − N(γ1 ∪ · · · ∪ γt))が handlebody となるもののうち、
最小の arcの本数 tを K の tunnel numberといい、t(K)で表す（ [3]）。このよう



4 MAKOTO OZAWA

な {γ1, · · · , γt}は K の unknotting tunnel systemと呼ばれる。定義より E(K)は
t(K)+1の Heegaard splittingを許容することが分かる。t(K) = 0である為の必要十
分条件はKが trivial knotであることである。従って、tunnel number one knot/link
は最も単純な exterior、即ち (genus two handlebody)∪ (2-handle)を持つ。しかしな
がら、2-bridge knot/linkや高々2成分の torus knot/linkは tunnel number oneであ
り、そこそこ広いクラスであることが分かる。

S3の Heegaard surfaceで Kを含むもののうち、最小の genusをKの h-genusと
いい、h(K)で表す（ [26]）。h(K) = 0である為の必要十分条件は Kが trivialである
ことである。h(K) = 1のとき Kは torus knot/link、h(K) = 2のとき double torus
knot/linkと呼ばれる。

tunnel number one knot/link Kとその unknotting tunnel γに対して、genus two
closed surface ∂N(K ∪ γ)は定義より S3の Heegaard surfaceである。また、Kは自
然にこの surface上に isotopeすることが出来る。従って、t(K) = 1ならば h(K) ≤ 2
であることが分かる。一般に、tunnel numberと h-genusとの間に次の関係が成り
立つ。

Proposition 2.2. ([26], [17, Proposition 15.3.9])

t(K) + 1 − |K| ≤ h(K) ≤ t(K) + 1

ここで、|K|は Kの成分数とする。

F をKの Seifert surfaceとする。F が freeであるとは、π1(S3 −F )が free group
のときをいう。Kの free Seifert surfaceのうちで最小の genusを free genusといい、
gf(K)で表す（ [24]）。free tangleと同様に、F が freeである為の必要十分条件は
S3 − IntN(F )が handlebodyであることである。N(F )は勿論 handlebodyであるの
で、free Seifert surface F に対して ∂N(F )は S3の Heegaard surfaceになっている。
また、Kは ∂N(F )上に自然に isotopeすることが出来るので、free genusと h-genus
との間に次の関係が成り立つ。

Proposition 2.3.

h(K) ≤ 2gf(K)

従って、free genus one knotは唯一の genus one torus knotである trefoilを除い
て double torusである。

Remark 2.4. 上の不等式で一般に等号は成立しない。例えば、(p, q)-torus knot (p, q >
0)の free genusは (p − 1)(q − 1)/2である。また、double torus knot K に対して
genus two Heegaard surface F 上 Kが F を二つの成分に分離する場合は、F − K
の成分の閉包が Kの Seifert surfaceを与えているが、一般に freeとは限らない（c.f.
[36]）。実際、gf (K) ≥ 2となる double torus knotが存在するので、逆側の不等式
gf(K) ≤ h(K)/2は一般に成立しない。

Remark 2.5. 以上から、tunnel number one knot及び free genus one knotは double
torusであることが分かったが、これら二つのクラスは互いに包含関係にない。例え
ば、(2, 5)-torus knotは tunnel number oneであるが、free genus twoである。一
方、Montesinos knot M(0; (3, 1), (3, 1), (3, 1))は free genus oneであるが、tunnel
number twoである（ [27]）。

Montesinos tangleを n個の slope βi/αi (i = 1, · · · , n) rational tangleの “partial
sum”として定義し、T (β1/α1, · · · , βn/αn)で表す（Figure 4）。

trivial n-string tangle (D × I, {x1, · · · , xn}× I)に、loop ∂D × 1
2 を IntBへ押し

込んだものを加えた tangleを n-string Hopf tangleといい、Hnで表す（Figure 5）。
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β α/1 1 n nβ α/

Figure 4. Montesinos tangle T (β1/α1, · · · , βn/αn)

n

Figure 5. n-string Hopf tangle Hn

(n−1)-string Hopf tangleに trivial arcを一本加えた tangleを n-string quasi Hopf
tangleといい、Qnで表す。quasi Hopf tangleは、trivial arcと trivial loopを繋ぐ
arc γを情報として含んでいると見なす（Figure 6）。

n-1

γ

Figure 6. n-string quasi Hopf tangle Qn
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3. Tunnel number one knot/link

tunnel number one knotについては、Gordonと Reidにより完全に解決されて
いる。

Theorem 3.1. ([9]) Tunnel number one knots are n-string prime for all n.

tunnel number one linkについては、まず Morimotoにより compositeの場合が
解決された。

Theorem 3.2. ([25]) A tunnel number one link is composite if and only if L is a
connected sum of the Hopf link and a 2-bridge knot.

更に、Morimotoは unknotting tunnelの位置も決定している。

Theorem 3.3. ([25]) A composite tunnel number one link L can be decomposed
into the union of the 2-string quasi Hopf tangle and the 2-string trivial tangle.
Moreover, any unknotting tunnel for L is isotopic to γ.

Hopf linkを summandに持つという現象が Gordonと Reidにより拡張された。

Theorem 3.4. ([9]) If a tunnel number one link is n-string composite, then it can
be decomposed into the m-string Hopf tangle for some m (≤ n) and an essential
tangle.

tunnel number one linkがある nに関して n-string compositeならば、Gordon-
Reidの定理により、unknotted componentを持つことが分かる。このような linkに
対して、Morimotoの定理を拡張することが出来た。

Theorem 3.5. ([7]) Let L = K1 ∪ K2 be a tunnel number one link. Suppose that
at least one component of L, K2 say, is unknotted. Then L can be decomposed into
the (n + 1)-string quasi Hopf tangle and the (n + 1)-string trivial tangle, where n
is the wrapping number of K1 with respect to the exterior of K2. Furthermore the
position of an unknotting tunnel of L is isotopic to γ.

Morimotoの定理では 2-bridge knotが connected summandとして出てきたが、
この一般化として次を得た。

Corollary 3.6. ([7]) Let L = K1 ∪ K2 be a tunnel number one link with K2 un-
knotted. Then

b(K1) ≤ n + 1,

where n is the wrapping number of K1 with respect to the exterior K2.

4. Free genus one knot

任意の nに関して n-string primeな knotとして、
• torus knot
• 2-bridge knot
• tunnel number one knot（ [9]）
• Montesinos knot with length three（ [32]）
• small knot, that is, knot whose exterior does not contain an essential closed

surface（ [5]）
• knot with irreducible non-sufficiently large double branched cover（ [1]、[22]）
• satellite knot with the pattern which contains no essential tangle and the

companion which admits no essential tangle decomposition（ [11]）
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が知られている。これらに新たなクラスを追加することが出来た。

Theorem 4.1. ([22]) Free genus one knots are n-string prime for all n.

Remark 4.2. ある nに関して n-string compositeな genus one knotが存在する。例
えば、n-string composite knotの doubled knotは常に 2n-string compositeである
（ [21]）。

5. Double torus knot/link

Morimoto により composite tunnel number one link、composite double torus
knotの特徴付けがされている。これを double torus linkまで拡張することが出来た。

Lを S3内の unknotted torus Hに含まれる torus knot又は linkとし、Cを S3−H
の一方の成分の core loopとする。このとき、link L∪Cを cabled Hopf linkという。

Theorem 5.1. ([36]) Let L be a double torus knot or link in S3. Then L is 1-string
composite if and only if L is either

• a cabled Hopf link as a connected sum of Hopf link,
• a connected sum of a cabled Hopf link and a 2-bridge knot, where the connected

sum is performed at C, or
• a connected sum of two torus links.

2-string composite double torus knot/linkに関して次を示すことが出来た。

Theorem 5.2. ([36]) Let L be a knot or link in S3 which is contained a genus
two Heegaard surface F of S3. Suppose there exists a 2-sphere S in S3 which
gives an essential 2-string tangle decomposition of the pair (S3, L) and intersects
all components of L. Then there is an isotopy rel.L of S which makes S intersect
F in a single simple closed curve.

更に、once punctured torus上の essential arcを調べることで 2-string composite
knotが分類できている。この帰結として次を得る。

Corollary 5.3. ([36]) Hyperbolic double torus knots are 2-string prime.

6. Free tangle decomposition

free 2-string tangle decompositionを許容する knot/linkは各 tangleが essential
か否かで次のように分類することが出来る。

1. 2-bridge knot/link
2. tunnel number one knot/link
3. knot/link with essential free 2-string tangle decomposition

3のクラスの knotに関して essential tangle decompositionが一意的であることを証
明することが出来た。

Theorem 6.1. ([35]) Let K be a knot which admits an essential free 2-string tangle
decomposition. Then any essential 2-string tangle decomposition of K is unique up
to isotopy, and K is n-string prime for all n 6= 2.

linkに関しては、non-isotopic essential 2-string tangle decompositionを許容する
タイプの特徴付けを与えることができた。

Theorem 6.2. ([34]) Let L be a link in S3 which admits an essential free 2-
string tangle decomposition. Then L admits non-isotopic essential 2-string tan-
gle decompositions if and only if L is equivalent to a 2-component Montesinos
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link M(0; (α1, β1), (2, 1), (α2, β2), (2, 1)), where αi and βi are coprime integers and
αi is an odd integer greater than one (i = 1, 2). Moreover, if L is the Mon-
tesinos link, then L admits exactly two essential free 2-string tangle decompositions
T (β1/α1, 1/2)∪T (β2/α2, 1/2) and T (1/2, β2/α2)∪T (1/2, β1/α1) up to isotopy and
any 2-string tangle decomposition of L is isotopic to one of those two.

7. Satellite knot/link

V0を solid torusとし、K0を IntV0 内の linkとする。組 (V0, K0)が essentialで
あるとは、K0が V0 の coreに ambient isotopicでなく、V0 − K0が irreducibleの
ときをいう。V1を S3 内の knot K1の tubular neighborhoodとし、h : V0 → V1を
homeomorphismとする。このとき、K = h(K0)が satelliteであるとは、(V0, K0)が
essentialで、K1が non-trivialのときをいう。K1はKの companion knot、(V0, K0)
は patternと呼ばれる。

satellite knot/linkは companion knotの性質をしばしば反映するが、tangle de-
compositionに関しても、patternに essential tangleが含まれない場合は、companion
knotの性質を引き継ぐことが次の定理によって分かる。

Theorem 7.1. ([11]) Let K be a satellite knot or link in S3 with a pattern (V, K).
Suppose there is no essential tangle in (V, K) and K admits an essential tangle
decomposition. Then the decomposing sphere S can be isotoped in (S3, K) so that
it gives an essential tangle decomposition of the core of V if |S ∩ K| is minimum
over all essential tangle decompositions of K.

従って、satellite knot/linkが essential tangle decompositionを持てば、pattern
内に essential tangleが存在するか又は companion knotが essential tangle decompo-
sitionを持つことが分かる。逆に、pattern内の essential tangleはそのまま satellite
knotの essential tangle decompositionを与えており、companion knotの essential
tangle decomposing sphereは pattern内の meridian diskで satellite knot/linkとの
交わりが最小になるものを貼り合わせることで satellite knot/linkの essential tangle
decomposing sphereに拡張できる。従って次を得る。

Corollary 7.2. Let K be a satellite knot or link with a pattern (V, K). Then K is
n-string prime for all n if and only if there is no essential tangle in (V, K) and the
core of V is n-string prime for all n.

8. Thin position

S3内の knot/link Kに対して、Gabaiと Thurstonは次のように thin positionを
定めた（ [6]）。

h : S3 − {±∞} = S2 × R → Rを、projectionで h|K が Morse functionになる
ものとする。c1 < · · · < cn を hの critical valueとし、各 i (i = 1, · · · , n)に対し
ci < ri < ci+1を満たすように regular value riを選ぶ。写像 f : {r1, · · · , rn−1} → Z

を f(ri) = |K ∩h−1(ri)|で定める。hの widthを w(h) = Σi(f(ri))で、Kの widthを
w(K) = min{w(h)}で定める。ここで、minは Kの ambient isotopyで採る。w(K)
を与える K の位置を thin positionという。f(ri−1) < f(ri), f(ri) > f(ri+1)のと
き h−1(ri)を thick sphere、f(ri−1) > f(ri), f(ri) < f(ri+1)のとき h−1(ri)を thin
sphereという。thin sphereを持たない位置を bridge positionという。このとき、K
は唯一の thick sphereにより bridge tangle decompositionされている。

Remark 8.1. thick sphereを利用することで、Gabaiは Property Rを（ [6]）、Gordon
と Lueckeは補空間予想を解決している（ [8]）。
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Thompsonは thin positionが essential tangle decompositionと関係することを発
見した。

Theorem 8.2. ([44]) Let K be a knot in thin position. Then K is also a bridge
position or K admits an essential tangle decomposition.

Remark 8.3. 従って、thin positionが bridge positionでなければ essential tangle
decompositionを許容することが分かるが、逆は一般に成立しない。例えば、816は
prime 3-bridge knotであるから thin positionは bridge positionでなければならない
が、essential free 2-string tangle decompositionを許容する knotで crossing number
が最小のものである。

Thompsonが与えた証明では、thin positionが bridge positionでないとき最も上
にある thin sphereを compressionしていき、essential tangle decomposing sphere
の存在を示しているが、更に Heathと Kobayashiは上側へは incompressibleである
ことを示している（ [12]）。一般に、次が成り立つと予想する。

Conjecture 8.4. 全ての thin sphereは essential tangle decompositionを与える。

特に、1-string compositeの場合は逆も成立すると予想したい。即ち、composite
knot K = K1#K2を thin positionに置くとき、

Conjecture 8.5. decomposing sphereは thin sphereとして現れる。

この予想が解決されれば、次の帰結が得られる。

Corollary 8.6.

w(K1) = w(K1) + w(K2) − 2
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